
Διαφορική ανάλυση ροής 
 

 
 

6ο Εξάμηνο Μηχανικών Επιστήμης Υλικών 



ΜΕ και ΔΕ ροής: Διαφορές 



Οριακές και αρχικές συνθήκες 
Οριακές συνθήκες:  
• Φυσική σημασία 

• αλληλεπίδραση του όγκου ελέγχου με το περιβάλλον 
• Μαθηματική σημασία 

• Όρια του μελετούμενoυ χώρου 
• Διεπιφάνεια  

• Στερεό ρευστό 
• Υγρό υγρό 
• Υγρό αέριο 



Οριακές και αρχικές συνθήκες 

Στερεό-Υγρό: Για Νευτώνεια Ρευστά ισχύει η συνθήκη μη ολίσθησης 

Ταχύτητες υγρών Ι & ΙΙ  
στη διεπιφάνεια με την πλάκα: 



Οριακές και αρχικές συνθήκες 

Υγρό-Υγρό: Επιμέρους οριακές συνθήκες: 
1. Κινηματική οριακή συνθήκη 

Ταχύτητες υγρών Ι & ΙΙ  
στη διεπιφάνεια τους: 



Οριακές και αρχικές συνθήκες 

Υγρό-Υγρό: Επιμέρους οριακές συνθήκες: 
2. Συνθήκη Μηχανικής ισορροπίας 

Συνέχεια τάσεων στη 
διεπιφάνεια των υγρών Ι & ΙΙ: 



Οριακές και αρχικές συνθήκες 

Υγρό-Αέριο: Οριακές συνθήκες 
Δεν υπάρχει μεταφορά τάσης (ή ο ρυθμός μεταφορά ορμής μηδενίζεται) 

Ή (για νευτώνειο ρευστό) 

Ισοδύναμα, τι ισχύει για την ταχύτητα στο b; 



Οριακές και αρχικές συνθήκες 
Αρχικές συνθήκες: 
• Απομονώνουν το χρονικό παράθυρο ενδιαφέροντος από τον προηγούμενο χρόνο 
• Χρειάζονται για μη μόνιμες ροές 

• Ορίζουν τις τιμές των χρονοεξαρτώμενων μεταβλητών μια δεδομένη στιγμή t=0 
• Π.χ. για εκροή αερίου από δοχείο πίεσης:  

 



ΔΕ συνέχειας 
Για οποιαδήποτε χρονική στιγμή: 



ΔΕ συνέχειας 
Για οποιαδήποτε χρονική στιγμή: 

Η μάζα εισέρχεται από την αριστερή (αρνητική) επιφάνεια και εξέρχεται από την δεξιά 
(θετική) επιφάνεια 



ΔΕ συνέχειας 
Ο ρυθμός εισροής μάζας από την επιφάνεια dydz είναι: 



ΔΕ συνέχειας 
Ο ρυθμός εκροής μάζας από την επιφάνεια dydz (αγνοώντας τα διαφορικά ανώτερης 
τάξης) είναι: 



ΔΕ συνέχειας 
Κατά αναλογία:   
Για την επιφάνεια dxdz : 
 
 
 
 
 
 
 
Για την επιφάνεια dxdy : 
 



ΔΕ συνέχειας 
Συνολικά, η καθαρή εισροή μάζας στον όγκο ελέγχου είναι: 
 



ΔΕ συνέχειας 

⇒ 



ΔΕ συνέχειας 

⇒ 



ΔΕ συνέχειας 

⇒ 

⇒ 



ΔΕ συνέχειας 
Ανυσματική μορφή της Διαφορικής εξίσωσης συνέχειας: 
 
 
 
Μορφή δεικτών της Διαφορικής εξίσωσης συνέχειας: 
 
 
 

Φυσική διατύπωση της Διαφορικής εξίσωσης συνέχειας: 
 



ΔΕ συνέχειας 

Κυλινδρικές συντεταγμένες: 



ΔΕ συνέχειας 
Για παρατηρητή που κινείται μαζί με το ρευστό (απεικόνιση κατά Lagrange): 

⇒ 

(ορισμός της υλικής παραγώγου) 

Ή πως αντιλαμβάνεται την αλλαγή της πυκνότητας παρατηρητής που κινείται μαζί 
με το ρευστό  



ΔΕ συνέχειας 

Πόσοι είναι οι άγνωστοι στην εξίσωση συνέχειας? 



ΔΕ συνέχειας 





ΔΕ συνέχειας: Ειδικές μορφές 

⇒ 

Για μόνιμη ροή, ο ρυθμός εκροής ανά μονάδα όγκου είναι μηδέν. 
Ισοδύναμα: 

0 

0 

⇒ 

Για μόνιμη ροή: 



ΔΕ συνέχειας: Ειδικές μορφές 

Για μόνιμη ροή, και κυλινδρικές συντεταγμένες: 

Για μόνιμη ροή και καρτεσιανές συντεταγμένες: 



ΔΕ συνέχειας: Ειδικές μορφές 

⇒ 

Ισοδύναμα από τη γενική εξίσωση: 

0 

Για ασυμπίεστη ροή: 

ρ ≠ 0 ∧ ρ = c  
⇒ 



ΔΕ συνέχειας: Ειδικές μορφές 
Η ασυμπίεστη ροή είναι και μόνιμη; 

Ισοδύναμα: 

∧ 

ή 

Η Ασυμπίεστη ροή μπορεί να είναι και μη μόνιμη 



ΔΕ συνέχειας: Ειδικές μορφές 
Για κάθε ασυμπίεστη ροή ισχύει: 

⇒ Καρτεσιανές συντεταγμένες 

Κυλινδρικές συντεταγμένες 

Ισοδύναμα: 

Για ασυμπίεστη ροή το άθροισμα των τριών 
ρυθμών παραμόρφωσης είναι μηδέν, δηλαδή ο 

συνολικός όγκος δεν μεταβάλλεται  
ανεξάρτητα από το σχήμα (ισοχωρική ροή) 





 





ΔΕ ορμής 



ΔΕ ορμής 



ΔΕ ορμής 

- 



ΔΕ ορμής 

- 

Για όλες τις επιφάνειες του 
κύβου, το ισοζύγιο ορμής είναι: 

- 

- 



ΔΕ ορμής 
Για όλες τις επιφάνειες του 
κύβου, το ισοζύγιο ορμής είναι: 



ΔΕ ορμής 
Για όλες τις επιφάνειες του 
κύβου, το ισοζύγιο ορμής είναι: 



ΔΕ ορμής 
Στην επιφάνεια του κύβου  
επιδρούν  
σωματικές και  
επιφανειακές δυνάμεις. 
 
 
 
1. Σωματικές δυνάμεις (δυνάμεις πεδίου ή δυνάμεις βαρύτητας): 



ΔΕ ορμής 
Στην επιφάνεια του κύβου  
επιδρούν  
σωματικές και  
επιφανειακές δυνάμεις. 
 
 
 
1. Επιφανειακές δυνάμεις (έστω ότι ο κύβος δεν έρχεται σε επαφή με στερεό σώμα) 

Η συνισταμένη δύναμη είναι το άθροισμα των καρτεσιανών συνιστωσών: 



ΔΕ ορμής 
Στην επιφάνεια του κύβου  
επιδρούν  
σωματικές και  
επιφανειακές δυνάμεις. 
 
 
 
1. Επιφανειακές δυνάμεις (έστω ότι ο κύβος δεν έρχεται σε επαφή με στερεό σώμα) 

Η κάθε συνιστώσα είναι το αλγεβρικό άθροισμα των δυνάμεων που δρουν σε κάθε 
επίπεδο παράλληλα στον δεδομένο άξονα, έστω τον x. Π.χ. στο yz η δύναμη 
προκύπτει από το αλγεβρικό άθροισμα των δυνάμεων που δρουν από αριστερά 
και από δεξιά του κύβου 



ΔΕ ορμής 
Στην επιφάνεια του κύβου  
επιδρούν  
σωματικές και  
επιφανειακές δυνάμεις. 
 
 
 
1. Επιφανειακές δυνάμεις (έστω ότι ο κύβος δεν έρχεται σε επαφή με στερεό σώμα) 

Αντίστοιχα στα επίπεδα xy και xz δρουν διατμητικές τάσεις: 



ΔΕ ορμής 
Στην επιφάνεια του κύβου  
επιδρούν  
σωματικές και  
επιφανειακές δυνάμεις. 
 
 
 
1. Επιφανειακές δυνάμεις (έστω ότι ο κύβος δεν έρχεται σε επαφή με στερεό σώμα) 

Αντίστοιχα στα επίπεδα xy και xz δρουν διατμητικές τάσεις: 



ΔΕ ορμής 
Στην επιφάνεια του κύβου  
επιδρούν  
σωματικές και  
επιφανειακές δυνάμεις. 
 
 
 
1. Το αλγεβρικό άθροισμα δίνει την δύναμη στον x: 

 
 
 
 

Ή σε διανυσματικό συμβολισμό  αφού  



ΔΕ ορμής 
Στην επιφάνεια του κύβου  
επιδρούν  
σωματικές και  
επιφανειακές δυνάμεις. 
 
 
Για τις τρείς διαστάσεις: 



ΔΕ ορμής 
Στην επιφάνεια του κύβου  
επιδρούν  
σωματικές και  
επιφανειακές δυνάμεις. 
 
 
Έτσι η συνισταμένη προκύπτει πολλαπλασιάζοντας με το μοναδιαίο διάνυσμα στην 
αντίστοιχη κατεύθυνση και προσθέτοντας τις συνιστώσες: 
 
 
 
 
Αφού: 

⇒ 



ΔΕ ορμής 

⇒ 

⇒ 



ΔΕ ορμής 

Τύπου Euler διαφορική 
εξίσωση ορμής 

⇒ 

⇒ 



ΔΕ ορμής 

Τύπου Euler διαφορική 
εξίσωση ορμής 

⇒ 







ΔΕ ορμής 
Νευτωνικά ρευστά 



ΔΕ ορμής 
Νευτωνικά ρευστά  
& Ασυμπίεστη ροή 
& σταθερό ιξώδες 

⇒ 



ΔΕ ορμής 
Νευτωνικά ρευστά  
& Ασυμπίεστη ροή 
& σταθερό ιξώδες 

Εξίσωση Navier Stokes 

Για Ασυμπίεστη ροή ισχύει: 

(Κατά Lagrange) 

(Κατά Euler) 



ΔΕ ορμής 
Νευτωνικά ρευστά  
& Ασυμπίεστη ροή 
& σταθερό ιξώδες 

Για άτριβη ροή: (Εξίσωση Euler) 

Εξίσωση Navier Stokes 

(Κατά Lagrange) 

(Κατά Euler) 
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